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摘摇 要: 基于极坐标形式的弹性力学基本方程, 推导了橡胶扭振减振器的扭转刚度计算公式, 可

方便地应用于减振器设计和试验的验证。 同时给出了扭转刚度的有限元分析方案和步骤, 并通过

有限元分析对计算公式进行了验证, 分析结果证明了所推导的刚度计算公式的精确性。
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Abstract: Based on the basic equation of elastic mechanics under polar coordinate system, formulas of
torsional stiffness for rubber dampers are derived, which would be beneficial to the design of rubber
dampers and test verification. The FEA scheme of torsional stiffness, as well as the procedures are put
forward, and the formulas are verified through FEA to be accurate.
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0摇 引摇 言

扭振减振器具有降低发动机扭矩峰值, 减轻扭

转振动的作用[1,2]。 在振动控制中, 需要依据振动

控制的目标, 选择定调比, 确定减振器的自然频

率, 而决定减振器自然频率的最重要参数就是刚度

参数。 橡胶扭振减振器因其造价低, 工作可靠, 仍

然在众多中小功率发动机轴系的减振降噪中得到广

泛应用。 橡胶扭转减振器(图 1)主要由外圈的惯性

块、 内圈以及它们之间的橡胶层组成。 减振器的刚

度是由橡胶层位置、 厚度、 形状等因素所决定的,
当橡胶层结构不够规则时, 则给刚度计算带来困

难。 目前多数减振器厂家都以以往减振器参数作为

参考, 做适当修改, 然后再通过试验测量确认其刚

度参数[3 ~ 5]。 在测量中, 受到测量设备、 阻尼参数

等影响, 常常具有较大的误差。 如能有精度高的计

算方法, 能够在设计前对减振器刚度进行准确的计

算, 或根据需要直接确定出橡胶层的结构参数, 对

于减振器的设计效率会有较大的提高。 此外, 准确

的减振器刚度计算, 也是改进试验和制定试验方案

的重要参考。
减振器参数的计算, 总体可以分为两个方向:

由理论推导或经验统计得出的解析公式计算方法和

有限元法。 其中, 解析公式得出困难, 目前还没有

一个准确和适应性强的解析模型。 但解析模型实际

使用非常方便, 也有利于研究各个设计参数对减振

器性能的影响规律, 十分适合于减振器设计使用。
有限元分析的方法可以计算出比较准确的刚度参数,
但分析结果易受网格数量和质量、 边界条件的影响;
而且有限元分析过程以及后期的减振器刚度计算过
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程比较烦琐, 对有限元分析方案的制定要求较高。
此外, 有限元法计算对各个设计参数反应不够明确,
不利于分析各个设计参数对扭转刚度的影响规律。
因此, 一个准确的数学模型, 对于减振器设计和应

用具有重要意义。 本文基于极坐标形式的弹性力学

基本方程, 推导了橡胶扭振减振器的扭转刚度计算

公式, 并给出了扭转刚度的有限元分析方案和步骤,
并通过有限元分析对计算公式进行了验证。

图 1摇 橡胶扭振减振器(深色部分为橡胶层)

1摇 减振器刚度计算公式

如图 2 为一柱坐标系下描述的减振器橡胶圈,
设减振器橡胶层内边界半径为 r1(z), 外边界半径经

为 r2(z), 其中 z沂 0,[ ]L , L 为橡胶层的轴向宽度。

图 2摇 扭振减振器的橡胶层

根据扭转刚度物理概念, 这里扭转刚度 k 可描

述为: 当 r1( z)固定不动时, r2( z)绕 z 轴转动 1rad
时所需要的扭矩, 即为扭转刚度。 对于轴向任意微

小区域 dz, 设扭转刚度为 dk, 根据扭转刚度定义,
刚度 k 可用如下公式计算:

k= 乙
z = 0 ~ L

dk (1)

首先须要计算微小区域 dz 的扭转刚度 dk, 其

计算过程如下。
在 z 处的某微小宽度 dz 的橡胶层, 当传递单

位扭矩时, 径向坐标为 r ( r沂 r1( z), r2( z[ ]) )处的

橡胶层受的总剪力为:

T= 1
r (2)

在微小区域 dz 中, 可认为剪应力不变化, 即略掉

了高阶微量。 此时, 剪应力为

子= 1
2仔r2dz

(3)

依据橡胶材料的本构关系, 剪应变为

酌r =
1

2仔Gr2dz
(4)

其中, G 为橡胶材料的剪切弹性模量。
以下须要求出橡胶层的内侧相对于外侧的扭转

角度, 这就须要先求出外边缘相对内边缘的切向位

移, 即在假设橡胶层内边缘位移为 0 时, 求出外边

缘的切向位移 t。
依据极坐标下的弹性力学几何方程, 得到剪应

变与位移的关系为

酌r =
鄣v兹
鄣r +

鄣ur

鄣兹 -
v兹
r (5)

其中, v兹 为切向位移, ur 是径向位移, 兹 是极

坐标系下的转角坐标。
因各个橡胶层只有切向位移 v兹, 即 ur 为 0, 所

以式(5)变为

酌r =
鄣v兹
鄣r -

v兹
r (6)

由式(4)和(6)得
鄣v兹
鄣r -

v兹
r = 1

2仔Gr2dz
(7)

式(7)为一阶线性非齐次方程, 其解为如下形式:

v兹 = 乙 1
2仔Gr2dz

e
-乙1r dr

dr+
æ

è
ç

ö

ø
÷C
e乙

1
r dr

(8)

化简后得出

v兹 = - 1
4仔Grdz+Cr (9)

依据边界条件

v兹 r= r1( z)= 0 (10)
得出

C= 1
4仔Gr21 ( )z dz

(11)

根据式(9)和(11)得出最终的橡胶层切向位移为

v兹 =
1

4仔Gdz
r

r21 ( )z
- 1æ

è
ç

ö

ø
÷r (12)

从而可以得出橡胶层外边缘, 即 r = r2( z)时的切向

位移为

t= v兹 r= r2( z)=
1

4仔Gdz
r2( z)
r21 ( )z

- 1
r2( z

æ

è
ç

ö

ø
÷) (13)

则橡胶层的外边缘相对与内边缘的转角 琢 为:

琢= t
r2( z)

= 1
4仔Gdz

1
r21( z)

- 1
r22( z

æ

è
ç

ö

ø
÷

) (14)
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琢 即为 z 处的 dz 宽度橡胶的扭转柔度, 则其扭转刚

度 dk 为

dk= 1
琢 =4仔G

r21( z) r22( z)
r22( z)-r21( z)

dz (15)

最后橡胶层的总扭转刚度可表达为:

k= 乙
z = 0 ~ L

dk=4仔G 乙L
0

r21( z) r22( z)
r22( z)-r21( z)

dz (16)

如果 r1( z)和 r2( z)形式复杂, 可采用如下数值积分

的方法对式(16)进行积分计算, 可采用梯形积分

公式得到如下形式:

摇 k=2仔G 移
n-1

i=0

r21( zi) r22( zi)
r22( zi)-r21( zi)

+

r21( zi+1) r22( zi+1)
r22( zi+1)-r21( zi+1

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

)

zi+1-z( )

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

i (17)

其中, 设 z0、 z1、 ……、 zn 为轴向 n 个坐标。
如果橡胶层是标准的柱状, 即内外边缘都是标

准圆柱面, 即 r1 ( )z 和 r2 ( )z 为常数 R1 和 R2, 则由

式(16)可直接得出此情况下的扭转刚度计算公式

为:

k=4仔GL
R2

1R2
2

R2
2-R( )2

1
(18)

值得注意的是, 如果式(5)采用笛卡尔坐标系

下的几何方程, 则丢掉了方程中的-v兹 / r 一项, 可

得出另一种形式的刚度计算公式, 但会带来明显的

计算误差。

2摇 简化计算模型和参数性质讨论

式(16)稍显复杂, 给计算和减振器参数的性

质分析带来不便, 这里讨论简化的计算模型。
设 x 处的橡胶层厚度为 ( )h x , 它与内外半径

有如下关系:
r1( z)= r2( z)- ( )h z (19)

式(16)可变为如下形式:

k=4仔G 乙L
0

r41( z)+2r31( z)h( z)+r21( z)h2( z)
h( z) 2r1( z)+h( z( )) dz

(20)
考虑到 r1 ( )z 远大于 ( )h z (一般要相差一到两个量

级), 所以式(20)中的三项依次减小约一个量级。
根据简化程度, 则可得到如下简化的刚度计算

公式:

摇 k1 =4仔G 乙L
0

r31( z)
2h( z)+r

2
1( z)+

1
2 r1( z)h( z

æ

è
ç

ö

ø
÷) dz (21)

k2 =4仔G 乙L
0

r31( z)
2h( z)+r

2
1( z

æ

è
ç

ö

ø
÷) dz (22)

k3 =2仔G 乙L
0

r31( z)
h( z) dz (23)

为了研究各个简化公式的计算精度, 依据积分中

值定律, 存在 孜沂 0,[ ]L , 使得式(20)计算结果为

k=4仔GL
r41(孜)+2r31(孜)h(孜)+r21(孜)h2(孜)

h(孜) 2r1(孜)+h(孜( )) (24)

设 h(孜)= 着r1(孜) (25)
因一般橡胶层厚度远小于橡胶层内边缘半径, 所以

着 一般远小于 1。 最后, 式(24)可变为

k=4仔GLr21(孜)
1+2着+着2

着 2+( )着 (26)

类似地, 可给出上述各个简化公式的新形式:

k1 =4仔GLr21(孜)
1+2着+着2

2着 (27)

k2 =4仔GLr21(孜)
1+2着
2着 (28)

k3 =4仔GLr21(孜)
1
2着 (29)

当橡胶层厚度 ( )h x 为橡胶层内边缘圆周半径

r1 ( )z 的十分之一左右时, 即 着抑0郾 1, 将式(27)、
(28)、 (29)与式(26)相比较, 可大致估算出简化

计算公式得出的刚度 k1、 k2、 k3 的误差分别约为

5郾 0% 、 4郾 1% 、 13% 。 当橡胶层厚度 ( )h x 为橡胶

层内边缘圆周半径 r1 ( )z 的二十分之一左右时, k1、
k2、 k3 的误差分别约为 2郾 5% 、 2郾 3% 、 7郾 0% 。

由简化公式(21) ~ (23)可以比较方便地分析出各

个设计参数对减振器扭转刚度的影响规律, 具体如下:
(1) 随着橡胶层厚度的增加, 减振器的扭转刚

度减小, 减振器的柔度随着橡胶层的厚度变化, 大

致呈线性变化规律;
(2) 当橡胶层所在圆周半径增加时, 扭转刚度

也相应增加, 其变化规律与半径的三次方大致呈线

性关系;
(3) 扭转刚度随着橡胶层的轴向宽度的增加而

增加, 并随轴向宽度大致呈线性变化规律。

3摇 刚度的有限元分析

为了验证推导出的刚度计算模型, 这里采用有限

元法计算橡胶层的扭转刚度, 其计算步骤和要点如下:
(1) 选择 8 节点六面体单元或 10 节点四面体

单元, 设置准确的材料弹性模量和泊松比;
(2) 采用足够的网格密度, 对几何体划分网

格, 其中保证厚度方向有足够的网格密度;
(3) 橡胶层内圈所有节点固定;
(4) 如减振器回转中心为 z 轴(图 2), 并设橡

胶层外表面所有 m 个节点的坐标为( xi, yi, zi )
(其中 i = 1, 2, …, m)。 为这些节点设置位移约

束: 沿外表面切线方向位移为 x2
i +y2

i (其中 i = 1,
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2, …, m), 即相当转动角度为 1rad, 这一过程可

在柱坐标系下通过定义函数来实现;
(5) 进行有限元计算后, 获得外表面各个节点

切向反力为 F i 其中 i=1, 2, …,( )m ;
(6) 减振器扭转刚度计算公式为:

k=移
m

i=1
F i x2

i +y2
i (30)

当减振器的橡胶层是标准柱状时, 即橡胶层内

外边缘半径分别为常数 R1 和 R2, 有限元计算过程

可以做如下简化处理:
(1) 在上述第(4)步中, 切向位移均为常数 R2;
(2) 减振器刚度计算公式(30)可简化为:

k=R2移
n

i=1
F i (31)

(3) 这种情况下, 也可采用平面应变问题有限

元法进行计算, 可大大减少计算量。

4摇 算摇 例

图 3 和图 4 是扭振减振器 A 和 B 橡胶层计算

的有限元模型, 其中减振器 A 的橡胶层是标准柱

状, 减振器 B 的橡胶层内外圈表面则是较复杂的

曲面。 采用本文公式、 简化公式和有限元分析得出

的两个减振器扭转刚度计算结果见表 1, 其中误差

计算是参照有限元法的计算结果。

图 3摇 减振器 A橡胶层有限元模型

图 4摇 减振器 B橡胶层有限元模型

表 1摇 扭转刚度计算结果

单位: ((N·m)·rad-1)

计算方法
减振器 A 减振器 B

刚度 误差 刚度 误差

精确公式(16)或(20) 16 489 0郾 0% 7 664郾 4 0郾 1%

简化公式(22) 17 049 3郾 4% 7 977郾 7 4郾 0%

简化公式(23) 16 980 3郾 0% 7 931郾 9 3郾 4%

简化公式(24) 14 951 9郾 3% 6 817郾 9 11郾 1%

有限元法 16 489 / 7 672郾 2 /

从计算结果可以看出, 由本文得出的计算公式

和有限元分析得到的结果非常接近, 说明了计算模

型和有限元分析都是比较精确的。 本文给出的简化

公式, 也可应用于对计算精度要求不高的场合。
计算结果中, 减振器 B 的计算误差稍大, 误

差主要来源于曲面的数据处理。

5摇 小摇 结

本文推导了橡胶扭振减振器的扭转刚度计算公

式, 可方便地用于扭振减振器的设计。 本文还给出

了扭振减振器的扭转刚度的有限元分析方案, 可用

于进行减振器扭转刚度计算, 并验证了本文得出的

扭转刚度计算模型的精确性。
计算中, 橡胶材料的力学参数对计算结果具有

很大的影响, 需要谨慎确定。
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